Naturlig deduktion i satslogiken.nb

Rekursiva bevisregler (har finns beskrivningen av "hur"):

Introduktionsregler (I) som beskriver hur bevis for sammansatta
satser byggs med hjalp av bevis for enklare satser.

Ett bevissystem syftar till att beskriva hur bevis byggs. Men Eliminationsr?gler (E) som beskri.ver"hur bevis for sammansatta
observera att ett bevissystem for satslogiken bara har ambitionen satser kan anvandas for att ge bevis for enklare satser.
att beskriva hur orden "och”, "eller”, "icke”, "om sd" och "om
och endast om” anvinds i beviskonstruktion. (A) Om I'1kg och Ik, s& Ty, Tok Ao

. ) . Denna regel brukar sammanfattas med £—<
Det bevissystem for satslogiken som presenteras nedanfor kallas pANo
for naturlig deduktion (betecknas SD i Hansens bok). Férst en
fundamental beteckning som avser att uttrycka att (men inte hur)
bevis for satser kan anvandas for att bevisa satser.

"Har man bade bevisat ¢ och o, s har man bevisat ¢ A o. Notera att vi
inte sdger ndgonting om hur bevisen av ¢ respektive o konstrueras.”

(AE) Om 'k ¢ Ao, si T+ ¢, och
Vi kommer att skriva omTroAo, s& T o.

Y1, .. ¥nk e (1) oNo oNaT

o

. Kortfattat
alternativt

ko

"Har man bevisat ¢ Ao, sd har man bade bevisat ¢ och o."
for att uttrycka att ¢ kan bevisas med hjalp av bevis for noll eller

flera av formlerna i T' = {y1, ..., ¥p}. (=) Om I'pkro, s3a T F p—0.
12
Beteckningen ovanfor beskriver alltsd att men inte hur ¢ kan :
bevisas, givet att man har bevis for vissa satser. | sjalva
. . AR M Kortfattat
bevissystemet (se nedanfér) beskrivs "hur”. Och ndmnda
beskrivning har en rekursiv karaktar (bevisreglerna ar rekursiva).

a

0—0

"Kan man bevisa o givet ett hypotetiskt bevis for ¢, sd har man bevisat
¢—0." Klammern uttrycker att det som star inuti klammern ar lokala

. .. . bevis inuti beviset av ¢— 0. Dessa lokala bevis far icke anvandas
Basfall (ger den rekursiva definitionen en bOtten)' utanfor klammern, eftersom de bygger pa ett hypotiskt bevis for ¢.
ok Daremot far globala bevis anvandas inuti klammern.
"Om man har ett bevis for ¢, s3 kan man anvanda det for att bevisa ¢.” (—E) Om Iy F 9—0 och Ty k¢, sd I, T Fo
—0
Kortfattat £—2£
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"Har man bade bevisat ¢ — o och ¢, s3 har man bevisat o.” Denna

bevisregel uttrycker det som alltsedan antiken har betraktats som ett EXEMPEL 2 ¢ Vo o Vo
vedertaget sitt att tanka (Modus Ponens).

1 Vo P
EXEMPEL1 AAB—C, D—A BAF + D—C 2 p
1 AAB—C P 3 oVe Av2, (V1)
z E/\_IQA ﬁ 4 p—oVo Av2, 3, (— 1)
4 B Av3, (A E) 9w P
5 D p 6 oV Avs, (V1)
6 A Av2, 5, (—E) 7T o—0oVe Av5, 6, (— 1)
7 AAB Av6, 4, (A ) 8 oVog Avl, 4,7, (V E)
8 C Avl, 7, (— E)
9 D—C Av5-8, (— )
(OI) Om 'y F¢ och Ty k=g, s3 Ty, +0
. $ ~e
(VI) Om T'k¢, s3 T+ ¢Vo, och Kortfattat n

om 'to, s& Tr pVo. "Har man bade bevisat ¢ och = ¢, s3 har man fatt en motsigelse.”

© & Symbolen L (som uttalas botten, falsum eller absurdum) representerar det
Kortfattat (genom)falska. Dess semantiska motsvarighet ar kontradiktion.
Vo Vo
"Har man bevisat minst en av ¢ och o, sd har man bevisat ¢ Vo ."” (—|I) Om T,ot0 s3 T F-g

(4
(VE) Om Iy F o V1t och dessutom :
Iy k- t I3k ,sa ', Iy, '3k ¢. L
2P 0@ sam 3rTmesa L t2. i3t 8 Kortfattat —
oVt o-¢ To9 -

[

Kortfattat

"Om ett hypotetiskt bevis for ¢ kan bevisas leda till en motsagelse, sa har

" ' . " R . man bevisat —¢.”
Har man bevisat 0"V 7 och (i) o > ¢ samt (ii) T - ¢, s& har man bevisat

¢." Denna bevisregel ar en formalisering av s.k. fallbevis.
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EXEMPEL3 ¢ F g (-E) Om T,—p+0, s3 T Fo.

P
19 P :

£
2 -¢ P Kortfattat —
31 AVL2, (L) i
4 =g Av2,3, (= 1) "Om ett hyp-otetiskt bevis for = ¢ kan bevisas Iefia till en motsagelse, sa

har man bevisat ¢.” Ovanstiende tva regler (framst det senare)
formaliserar " motsagelsebeviset” (Reductio Ad Absurdum RAA)
EXEMPEL5 --¢p +o
EXEMPEL4 (¢ —0) + (0 — —¢) 1 =9 P
1 p—0 P 2 g P
2 — o P 3 L Avl, 2, (L1
3¢ P 4 ¢ Av2, 3, (- E)
4 o Avl, 3, (— E)
5 1 Av2, 4, (L1)
[§) Q@ AV3—5, (_'l)
(¢>I) Om I'yt F ¢— 0 och Ty F c—0,
7T mo—-g Av2-6, (— 1) 3 T,y F oo
it
(p(—)o'

"Har man bevisat bade ¢ — 0 och 00— ¢, sd har man bevisat ¢ «— 0."

(¢«>E) Om 't 9> 0, s& T+ ¢p—0, och
om 'Fpe—>o0o, sa TF og—0.
—0 T—¢

Kortfattat

"Har man bevisat ¢ «— o, sa har man bevisat bdde ¢— 0 och c—¢."
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Q Lagg marke till att o + ¢ omm + o—¢. (Se definitionen
av "+" samt introduktionsregeln for " —".

Harledda regler

EXEMPEL 6 Flo— o)eo (=m0 — =) P& motsvarande satt som man i programmering kan "anropa”
redan skrivna program nar man skriver nya dito, ar det tillatet att
Om vi kunde ge tvd bevis, sig BEVIS 1 for "anropa” redan gjorda bevis ndr man skriver nya bevis. De
(¢ — 0)— (=0 — = ¢) och BEVIS 2 for anropade bevisen — som kallas for harledda regler — namnges i
(mo — =) — (¢ — 0), sd vore allting Klart: bevisens kommentarkolumn p3 samma platser som bevisreglerna
1 (p—0)— (=0 — —9) BEVIS 1 annars namnges. Vissa bevis ar mer anvandbara som harledda
2 (n 0 — ) (p — ) BEVIS 2 regler an andra. Har foljer nagra sddana
3@ (na— 0 Avl, 2, (> 1)

‘ EXEMPEL 7 - (¢Vo)F -9A-0o (De Morgans lag)
Enligt ¢ har vi (se exempel 4) redan givit BEVIS 1. Och BEVIS 2

kan goras nastan likadant. Se nedanfor . .. 1 =(pVo) P
2 P
F (= -
(no— -9 —(—0) 3 Vo Av2, (V1)
I ~o—ne P 4 1 Avl, 3, (L)
2 ¢ P 5 - Av2-4, (= 1)
3 -0 P 6 o P
4 -¢ Avl,3, (— E) 7 Vo Av6, (V1)
5 1L Av2 4, (L1 8 L Avl 7, (L1
6 o Av3-5, (=D 9 -0 Av6-8, (= 1)
7T o—0 Av2-6, (— 1) 10 =pA-0o Avb, 9, (A D)

Det senaste exemplet leder oss till begreppet "harledd regel” ...
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EXEMPEL 8 F ¢V-¢ (Det uteslutna tredje)

1 =@V-9) P

2 Q@ P

3 V- Av2, (V1)

4 1 Avl, 3, (L)
5 ¢ Av2-4, (- E)
6 Voo Avb, (V1)

7 L Avl, 6, (L)
8 oV-op Avl-7, (- E)

Alternativt bevis med hjalp av De Morgan ...

1 =(@eV-9) P

2 mpAN==9 Av 1, DeMorgan
3 —p Av2, (A E)

4 oo AV2, (/\ E)

5 1 Av3, 4, (L1
6 Voo Avl-5, (= E)

EXEMPEL 9 | + o (Ez falso sequitur quodlibet
"fran det falska kan vad som helst bevisas")

1 L P

2 o P

3 1 1, (atomara beviset)
4 o Av2-3, (- E)
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11

Strategier vid beviskonstruktion

Antag att Du ska konstruera ett bevis for ...

1oy, oo ¥tk 1
Losningsstrategi:
Anvand bevisregeln for "det falska” (L I). lllustration: Bevis
inuti det stora beviset i exempel 8.

2. Y1, ..., ¥n F @ dar ¢ ar ospecificerad.

Tre alternativa Iosningsstrategier:

(i) Direkt bevis: Plocka isar satserna i, ..., ¥, med hjilp
av eliminationsregler sa att ¢ "faller ut”.

lllustration: Beviset av C fran premisserna

AANB—C, D—A, BAF, D iExempel 1.

(i) Motsagelsebevis: Med hjalp av bevisregeln (= E).
Illustration: Exempel 8.

(i) Fallbevis: Starta med regeln (V E) om n3gon av
premisserna i ar en disjunktion. Om det senare inte ar fallet
kan man anvanda gratisdisjunktionen " Det uteslutna tredje"i
motsvarande roll. lllustration: Exempel 10 och exempel 11.

3. l//l, AUV 7/
Tva alternativa Iosningsstrategier:

(i) Motsagelsebevis: Starta med regeln (= I).
lllustration: Exempel 3 och exempel 4.

EXEMPEL 10 ¢Vo, -¢ F o (Disjunktiva syllogismen)

1 ¢Vo P
2 Q@ P
3 ¢ P
4 1 Av2 3, (L1
5 o Av 4, (ex falso sequitur quodlibet)
6 ¢—0 Av3-5 (— 1)
7 o P
8 o Av7, (atomara beviset)
9 o—o0 Av7-8, (— 1)
10 o Avl, 6,9, (VE)

EXEMPEL 11 ¢—o0 + = ¢V o (Elimination av implikation)

1 ¢o—0 P

2 —pVe Det uteslutna tredje
3 -y P

4 —oVo Av3, (V1)

5 —¢p—-¢Vo Av3—-4, (— 1)
6 ¢ P

7 o Avl, 6, (— E)
8 —¢Vo Av7, (V1)

9 ¢p—-pVo Av6-8, (— 1)
10 —-¢Vo Av2,5,9, (V E)
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4. Y1, ... Yp F oo, diroe{A, V, —, e}

Tre alternativa Iosningsstrategier:

(i) Starta med introduktionsregeln for "o

(i) Motségelsebevis: Starta med regeln (= E).
Illustration: Exempel 5, 8 och 9.

(iii) Fallbevis: Se 2.(ii). lllustration: Exempel 2.

Sundhet och fullstdndighet hos bevissystemet SD.
FULLSTANDIGHETSSATSEN Tty < TEgp

Sundhet:
ke = Tkp "Allt som kan bevisas (i SD) ar sant.”

* Foljer av att varje bevisregel dr sanningsbevarande.

Fullstandighet:

I'rp < T kg "Alltsant kan bevisas (i SD).”
* ok

** Svarare att bevisa an sundheten.




