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Punktskattning av en populationspa-
rameter

Vi tanker oss att vi vill skatta en viss population-
sparameter 0 (som kan vara t ex ett population-
smedelvarde, en populationsvarians, eller vad som
helst) som antar varden i ett parameterrum Qg. Sag
att X1, X>, ..., Xy, ar ett stickprov av n oberoende
observationer fran populationen. P& grundval av
dessa observerade stickprovsvarden beraknar vi en
punktskattning, 0* = 60* (X, X>,...X»n), av den
okanda populationsparametern 6.

Eftersom slumpen bestammer vilka vara observa-
tioner kommer att bli, sd 3r dven skattningen 0*
en slumpvariabel. Var forhoppning ar naturligtvis
att vi skall fa ett virde pd 6 som ligger sd nira
det sanna (okdnda) virdet pad 6 som mdjligt. Vi
kan dock aldrig komma ifran att skattningen medfor
en viss osdkerhet. En sannolikhetsférdelning (sam-
plingférdelningen) beskriver denna osidkerhet, dvs
hur vardet p3 6* kan variera fran stickprov till stick-
prov. Samplingfordelningen kan (precis som vilken
sannolikhetsfordelning som helst) beskrivas med hjalp
av vantevarde, E (0*), och varians, V (6*).

Egenskaper hos skattningen som brukar betraktas
som Onskvarda (eller &tminstone intressanta) ar:

e att den 3r vantevirdesriktig, dvs att E (6*) =6
for varje 6 € Qg.

e att den ar konsistent. Om for varje fixt 8 € Qg
och for varje givet € > 0

P65 —0]>¢)—0

da stickprovsstorleken n — oo, sigs 6* vara
konsistent. Det innebar att da stickprovsstor-
leken okar, minskar variansen for skattningen.
Dvs, var osiakerhet om 0 minskar.




Vi tanker oss hypotetiskt en |lang serie upprepade
stickprov frdn samma population. Da kan vi tolka
egenskaperna vantevardesriktig och liten varians pa
foljande satt:

e En vantevardesriktig skattning kommer i det
ldnga loppet att i genomsnitt traffa ratt. ( OBS,
inte varje gdng, men i genomsnitt).

e Variansen ar ett matt pa skattningens osidkerhet.
Ju mindre varians en skattning har, desto oftare
kommer den att traffa i narheten av det sanna
parametervardet.

En skattning som inte ar vantevardesriktig har en
bias (systematiskt fel):

Bias (0*) = E(0*) — 0

Om 0* 3r vantevardesriktig, sa &r Bias (6*) = 0.

(Mer eller mindre kuriosa). Av bekvamlighetsskal
anvander vi termen "skattning” for tvd begrepp,
namligen estimator och estimat. Egentligen ar:

e Estimator = skattningen (eller skattningsfunk-
tionen) betraktad som slumpvariabel, allts3 in-
nan vi observerat nagra data.

e Estimat = det observerade virde som skattnin-
gen antar efter att data erhallits.

Exempel: Sag att X7, Xo, ..., X}, ar ett slumpmassigt
stickprov av n oberoende observationer fran en pop-

ulation. L&t 0 vara en okdnd populationsparameter,

och 6* en vantevardesriktig skattning av 6.

e Om X; ~ N (;1),i=1,2,...,n da ar

n
0 = X
E<X) w
— 0'2
V(X) = —




Intervallskattning for ett population-
smedelvarde

| praktiken har vi bara ett stickprov (inte hela sam-
plingférdelningen). Vad kan vi siga om osidkerheten

Lat Xy, Xo, ..., Xy vara ett stickprov av oberoende
normalfordelade variabler med okant vantevarde p
och kind varians o2. Vi vill skatta © med X och
uttala oss om osikerheten i X. Vi vet att X ~
N (,u; %) Darfor galler foljande sannolikhet:

X —p
__o_
sqri(n)

P (—1.96 < < 1.96) =0.95

o - o
P|l-196——F< X —u<196——
( sqrt (n) H sqrt (n))

i den punktskattning vi erhallit fran stickprovet? = 09 _ o
Plp—196—< X< 1.96——
(M sqrt (n) pt sqrt (n))
= 0.95
Allts3

Omforma vanstra delen:
o —
—196—— < X —
sqrt (n) H

- o
< X+1.96—
K + sqrt (n)

Omforma hogra delen:
= o
X—p < 1.96———
K sqrt (n)

- o
X —-196— <
sqrt (n) a

_ o _ o
X—-196———< u< X +1.96———
sqrt (n) H + sqrt (n)

Sannolikheten kan nu skrivas som

_ o _ o
P[X—-196——<pu<X+196———
( sqrt (n) H + sqrt (n))
— 0.95,

dar andpunkterna alltsa ar slumpmassiga. Kan vari-
era fran stickprov till stickprov. Men med sanno-
likheten 0.95 kommer de att ligga pa varsin sida
av u, vilket innebar att intervallet mellan dessa tva
andpunkter med sannolikheten 0.95 kommer att fanga
upp det sanna, okanda vardet pa pu.




Ett 95 %-igt konfidensintervall erhills genom att
byta ut slumpvariabeln X mot en observation Z,
dvs

o o
T—196——- < u<z+196———
sqrt (n) a sqrt (n)

eller
F+196—
sqrt (n)

Om man berdknar ett stort antal sddana intervall
kan man forvanta sig att 95% av dem ticker p.

Tolkning av ett utraknat intervall:

e [nnan vi dragit stickprovet: Med sannolikheten
0.95 kommer vi att f3 ett intervall som tacker

W

e Efter vi dragit stickprovet och beraknat ett in-
tervall: Antingen ticker intervallet i (med san-
nolikheten 1), eller s& ticker intervallet inte
(med sannolikheten 1). Po3ngen &r att vi vet
inte hur det ar. Det vi vet ar att interval-
let har beraknats enligt en metod som i det
I&nga loppet producerar intervall som i 95% av
fallen innehaller p. Dvs, med 95 % konfidens
(tillforlitlighet) ligger den okdnda parametern p
i intervallet

i+1.96—2
sqrt (n)

Normalfordelade populationsvariabler
med kand standardavviklelse o

Exempel:

L&t X3, ..., Xy, vara ett stickprov (n = 16) av oberoende
normalfordelade variabler med okant medelvarde p
och kand standardavvikelse o = 12. Punktskattnin-
gen (det observerade estimatet) dr £ = 62. Ett 95
%-igt k.i. for u ges av

12
T4+1.96—2 — — 6241.96-
sqrt (n) 4

— 62+5.88.

Tolkning: Med konfidensgraden 95 % tacker inter-
vallet (56.12; 67.88) populationsparametern p.

Nagra vanliga konfidensgrader (ges i tabellsamlin-
gen):

Konfidensgrad A, /o-varde
90 % 1.64
95 % 1.96
99 % 2.58
99.9 % 3.29

dar A, o ar ett vérde (sannolikhetstal) fran N (0; 1)

som bestammer konfidensgraden och « ar signifikansnivan

(risknivan). Notera att o = 1— konfidensgraden.

Nar ett k.i. med konf.grad (1 — «) 100 % skrivs som
o

T+ A, jo—,

* 2 gqrt (n)

betyder det att intervallets langd ar

g

2N, ————.
O‘/2sqﬁ (n)




Intervallets langd bestams av

e standardavvikelsen o. Storre o — langre inter-
vall (givet n och konfidensgrad).

e konfidensgraden (som bestims genom virdet
pa /\a/z). Hogre konfidensgrad — langre in-
tervall (givet n och o).

e stickprovets storlek n. Storre stickprov — ko-
rtare intervall (givet o och konfidensgrad).

Forts. exemplet: Ett 90 % igt k.i. for u ges av

12
T+1.64—2 — — 62+1.64-—
sqrt (n) 4
— 62+4.92
(57.08; 66.92)

Ett 99 % igt k.i. for u ges av

12
T4+258—2  — 624 2,58~

sqrt (n)
= 62+7.74
(54.26; 69.74)

Normalfordelade populationsvariabler
med okand standardavvikelse

Sedan tidigare vet vi att om X7, ..., Xy, ar ett stick-
prov av oberoende normalférdelade variabler med
okant medelvarde 1 och kand standardavvikelse o
sa galler att
X —p
a
sqrt(n)

€ N(0;1).

Om vi har samma foérutsdttningar men o ar okand
och skattas i stickprovet med s, da galler att

X —p
S

sqrt(n)
dvs den standardiserade stokastiska variabeln ar t-
fordelad med (n — 1) frihetsgrader. Sannolikhet-
stalet, to/2 (n — 1), ar ett virde fran ¢-fordelningen

et(n—-1),

som bestammer konfidensgraden. Detta varde ges
i tabellsamlingen. Ett (1 — «) 100 %-igt k.i. for u
ges da av

s




Exempel:

Ett telefonbolag vill skatta den genomsnittliga langden
pa langdistanssamtal under helger. Lat X = "sam-
talslangd” vara en normalférdelad variabel med okant
medelvarde p och okand standardavvikelse o. | ett
slumpmassigt stickprov av 16 samtal ar T = 62
minuter och s = 12 minuter. Ett 95 %-igt k.i. for
L ges av

s 12

T+t —1)——— = 62+213—

Txlap(n=1) sqrt (n) 4
= 62+6.39

Tolkning: Med 95 % tillforlitlighet ligger den genom-
snittliga samtalslangden (i populationen) i interval-
let (55.61; 68.39).

e Notera att konfidensintervall beraknade med ¢-
férdelningen blir ndgot langre an om man anvant
N (0;1). Aterspeglar kad osikerhet pga att
populationsvariansen ar okand.

Okand populationsférdelning (stora
stickprov)

Om fordelningen for X ar okind, utnyttjar vi att
fordelningen for X 3r approximativt normalférdelad
om n &r stort (n > 30). Dvs

X ~ approx N </.L' enligt CGS.

" sqrt (n))

Om populationsvariansen o2 ocks3 ar okind skattas
den med stickprovsvariansen s2. Ett (1 — a) 100 %-
igt k.i. for p ges da av

S

T+ Ny jo——
v O‘/zsqrt (n)

Exempel: | en effektiviseringsprocess vill ett stort
bilféretag skatta genomsnittliga antalet arbetsoper-
ationer per arbetare och dag vid en viss typ av mon-
teringsarbete. Man drar darfor ett slumpmassigt
stickprov bestdende av 100 monteringsarbetare (fran
en stor population av monteringsarbetare), och stud-
erar antalet arbetsoperationer per arbetare under en
dag vardera. Man fann att de igenomsnitt hann
med 140 arbetsoperationer per dag. D3 den skat-
tade standardavvikelsen i stickprovet blev 15, ges
ett 90 %-igt k.i. for genomsnittliga antalet arbet-
soperationer per arbetare och dag i populationen av

FE164—°  — 140+ 1642

sqrt (n) 10

= 140+ 2.46

(137.54; 142.46)

Tolkning: Med 90 % tillférlitlighet ligger genomsnit-
tliga antalet arbetsoperationer per arbetare och dag
i populationen i intervallet.




Sammanfattning: k.i. for u

1. Undersdkningsvariabeln &r normférdelad (stick-
provsstorleken utan betydelse)

e Om o ar kand ges k.i. av:
o

T+ A, ———.
v a/2sqrt (n)
e Om o ar okand ges k.i. av:

s

2. Undersdkningsvariabelns férdelning ar okand (stora
stickprov)

e Om o ar kand ges k.i. av:
o
T+ A, ——.
* 2 sqrt (n)
e Om o ar okand ges k.i. av:
s

Tt ——.
v O‘/zsqrt (n)

Konfidensintervallet for populationsmedelvardet p
skrivs allmant pa foljande satt:

e Om skattningen X ir normalfdrdelad (eller ap-
proximativt normalfdrdelad), dar standardavvikelsen
for skattningen ar

o
sqrt (n)’
eller skattade standardavvikelsen for skattnin-
gen (medelfelet) ar
S
sqrt (n)’
giller att ett k.i.med konfidensgrad (1 — a)) 100
%, for populationsparametern i ges av:

T & sanlhetstal (A, eller ¢, /5 (n — 1))

X

sqrt (n) (eller sqrt (n)) ’

Konfidensintervallet for en godtycklig parameter 0
(t ex ) skrivs 3nnu mer allmant p3 féljande satt:

e Om skattningen 0* ar normalférdelad (eller ap-
proximativt normalfordelad), dir standardavvikelsen
for skattningen ar

0'0*7
eller skattade standardavvikelsen for skattnin-
gen ar

89*,
galler att ett k.i.med konfidensgrad (1 — «) 100
%, for populationsparametern 6 ges av:

0" & sannolikhetstalet (A 5 eller ¢, > (n — 1))
xogx (eller sg«).

Notera att i fallet 6 = u, ar 6* = 7,

o
g — ———————
0 sqrt (n)
och
s
59* =

sqrt (n)




