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Vad menar vi med sannolikhet?

e Sannolikhet ar ett kvantitativt matt pa hur sakert
det ar att en handelse skall intraffa.

e Sannolikheten for en handelse ar ett tal mellan
0 och 1.

Man kan (grovt sett) definiera sannolikheter pa tva
satt.

1. Sannolikhet definierat som relativa frekvenser
(objektiva sannolikheter)

Utifran den frekventistiska definitionen talar man

om sannolikheter att en viss handelse skall intraffa

i samband med ett slumpférsok. Med ett slumpforsok
menas ett experiment eller foreteelse, som kan
upprepas under identiska forhallanden, och dar
resultatet vid varje enskild upprepning inte kan
forutsagas med sakerhet.

e Tolkning: Sannolikheten for en handelse anger
andelen ganger som handelsen intraffar vid
en mycket |ang serie upprepningar (ett oandligt
antal) av slumpfdrsdket. Dvs, sannolikheten
ar den relativa frekvensen vid ett oandligt
antal upprepade slumpforsok.

Exempel pd slumpférsok:
Tarningskast (1,2,3,4,5,67)
Lottdragning (Vinst eller €j?)

Slumpmassigt urval fran en population (Vilka
blir utvalda?)

Befruktning av dggcell (Pojke eller flicka?)

Radioaktivt sonderfall (Antal partiklar under
ett visst tidsintervall?)

Industriell tillverkning av en enhet (Riktig
eller felaktig?)




2. Subjektiv sannolikhetsdefinition

Sannolikheter ar personliga och mater grad av
overtygelse "degree of belief’. Olika personer
kan ha olika stark tilltro till ett och samma
pastdende. Vi slipper begransa oss till handelser
dar sannolikheten kan faststallas med upprepade
identiska experiment.

Exempel:
e Sannolikheten for regn i morgon.

e Sannolikheten att Djurgdrden vinner allsven-
skan i ar.

e Sannolikheten att det blir fred pa jorden.
e Sannolikheten att Gud existerar.

Pa den har kursen ar det den frekventistiska sanno-
likhetsuppfattningen som galler.

Utfallsrum for ett slumpforsok

e Resultatet av ett slumpférsok kallas for ett ut-
fall (outcome).

e Maingden av mdjliga utfall kallas utfallsrummet
(sample space), och betecknas med (2.

Utfallen maste vara definierade s3 att ett och endast
ett utfall intraffar varje gang forsoket utfors.

Exempel pa utfallsrum:

e [orsok: Kast med en tarning.
Vi kan observera: Antal prickar

Utfallsrum: Q@ ={1,2,3,4,5,6}

o [orsok: Befruktning av en aggcell.
Vi kan observera: Kon

Utfallsrum: Q@ ={pojke, flicka}

o [orsok: Ett kast med ett mynt.
Vi kan observera: Vilken sida som kommer upp.

Utfallsrum: Q = {krona, klave}

e [orsok: Tva kast med ett mynt.

Vi kan observera: Resultat i forsta och andra
kastet.

Utfallsrum: Q ={(kr, kr), (kr, kl) (K, kr) (kl, kl)}

e Forsok: Tva kast med ett mynt.
Vi kan observera: Antal krona.

Utfallsrum: €2 ={0,1,2}

e Forsok: Slumpmassigt valja ut tva personer fran
en grupp av fyra personer: A, B, C, D.

Vi kan observera: Vilka tva som blir utvalda.

(A, B),(A,C),(A,D), }

Utfallsrum: €2 :{ (B,C),(B,D),(C, D)




Handelse

o En delmingd av utfallen kallas en hindelse (event).

Dvs handelsen intraffar om och endast om nagot
av utfallen i delmangden intraffar.

o Handelser betecknas med stora bokstaver, A,B, C,

Tarningsexempel 1: Ett kast med en symmetrisk
tarning

Utfallsrummet ar

©=1{1,2,3,4,506}

Exempel pa handelser och delmangder:

e Hindelse: A = Att fa ett udda antal prickar

Delmingd: A = {1,3,5}

e Hindelse: B = Att fa hogst tre prickar

Delmingd: B ={1,2,3}

e Handelse: C = Att fa ett jamnt antal prickar

Delméangd: C = {2,4,6}

e Handelse: D = Att inte fa en sexa

Delmiangd: D ={1,2,3,4,5}

Mer om handelser

Med symboler och begrepp fran mangdlaran kan
vi bilda nya handelser och uttrycka egenskaper hos
handelser.

e Unionhdndelse: AUB. Minst en av handelserna
A eller B.

e Snitthandelse: AN B. Bade A och B.

o Komplementhandelse: A* — icke-A.

e Tomma maingden: ) = {} (innehaller inga ele-
ment, dvs ) 3r en omdjlig handelse som aldrig
kan intraffa).

e Lit Ay, Ay, ..., Ay vara delmangder i . Om
handelserna

AiﬂAj:(Z)

kan de inte intraffa samtidigt. De kallas dis-
Jjunkta eller 6msesidigt uteslutande.




Forts. tarningsexempel 1:

D3 blir:
AUB=1{1,2,3,5}

ANB=1{1,3}

A* = {2,4,6)
B* = {4,5,6}

AUA* =S

ANA* =

De Morgans lagar:

(Au B)* A*N B* = {4,6}
(ANB)* = A*UB*=1{2,4,5,6}

| ett slumpforsok med utfallsrummet S motsvaras

varje utfall av en sannolikhet. Sannolikheten att en

handelse A skall intraffa far vi som summan av san-

nolikheterna for alla utfall som tillhér mangden A

(dvs alla utfall som innebér att hidndelsen A intraffar).
Sannolikheten att handelsen A; skall intraffa beteck-

nas med P (A;) och uppfyller féljande axiom (Kol-

MOogorov):

3. Om A, A,, ...4r parvis oforenliga handelser galler
att

P(AiUAyU...)=P (A1) + P (A) + ...

4. P(A*)=1—- P(A)

5. P(0) =0

Likformig sannolikhetsfordelning

e Om alla utfall i utfallsrummet har samma san-
nolikhet, har vi en likformig sannolikhetsfordelning.

e Om Q har m stycken utfall, sd innebar en lik-
formig sannolikhetsférdelning att sannolikheten
for varje utfall (w;) ar 1/m.

Exempel: Tarningskast med utfallsrummet: Q =
{17 2a 3a 4a 5a 6}1

P(l)=..=P(6) =

o=

o Vid slumpforsok med likformig sannolikhetsfordelning
kan sannolikheten for en handelse A beridknas
sa har

P(4) =2,

dar g ar antalet utfall som ar gynnsamma for
A.

e Detta kallas ibland for den klassiska sannolikhets-
definitionen, och galler alltsd bara for likformig
sannolikhetsfordelning.




Fortsattning tarningsexempel 1:

g 1 1 1 3 1
PA = — = — — —_ = - = —
A = g+61+6 6 2
PB) = L=2-=

e

PANB) = L ===

A
PAUB) = L=2=°
m 6 3 )
P(AY) = 1-P(4)=1-3=

P(B*) = 1—P(B):l—%:

Elementar kombinatorik
Har man ibland nytta av vid sannolikhetsberakningar.
Exempel:

Vi har en matsedel med tre forratter, tva huvudratter
och fyra efterratter. P3a hur manga satt kan en
treratters maltid komponeras?

ny-np-n3=3-2-4=24

e Kombinatoriskt problem 1: Man skall i ordning
utfora k operationer. Antalet mojligheter vid
de olika operationerna ar ni,no, ..., ng.

e Multiplikationsprincipen: Antal mojliga satt att
utfora de olika operationerna ar ny -no - ... - ng.

Exempel: P3 en personsokare finns fem lampor,
numrerade 1 till 5, som oberoende av varandra kan
vara slackta, tanda med rott sken eller tanda med
gront sken. D3a en person soks, tands minst en
lampa, med en viss kombination for varje person.
T ex

Lampa 1 2 3 4 5

slackt gron gron slackt rod

Hur mdnga personer kan sokas med denna anlaggning?

3.3.3.3.3-1=3"-1=242

Ett arrangemang av n olika objekt i en bestamd
ordning kallas for en permutation av objekten.

e Kombinatoriskt problem 2: Hur manga permu-
tationer (ordnade kombinationer) kan man vilja
av n olika element?

e Antalet olika satt att permutera n olika element
pa ar

nn—1)(n—2)-...-3-2-1 = n! (n-fakultet) .

e 1! definieras enbar for heltal. 5! =5-4.3.2-1 =
120

e For n = 0 definieras 0! = 1.




Exempel:

P& hur manga satt kan man rangordna personerna
Andersson, Bergman och Cesar?

Extrauppgift (13s pa egen hand): P& hur ménga sitt
kan man permutera n element, om vissa av dem ar
lika? T ex, hur manga ord med nio bokstaver kan
man bilda av ordet statistik? Svar: 15120.

e Kombinatoriskt problem 3: Pa hur manga satt
kan vi valja ut r objekt fran n objekt och ordna
dem (r < n)?

e Antalet ordnade delmangder nar r element valjs
fran n element ar
n!

n(n—l)-...-(n—r—l—l):m

Exempel:

Bland fyra personer skall tva valjas ut och rangord-
nas. P3 hur manga satt kan detta ske?

n=4r=2

o Kombinatoriskt problem 4: P3 hur manga satt
kan vi valja ut r objekt frdn n objekt (r < n)
om vi struntar i ordningen?

e Antalet (icke-ordnade delmingder) nar r ele-
ment valjs frdn n element ar
nl n — "
—_— = ( ) (uttalas "n &ver r'")
rl(n—r)! r
eller binomialkoefficienten.

Exempel:

Bland fyra personer skall tva véljas ut (Obs! ingen
rangordning). P3 hur manga sitt kan detta ske?

n=4r=2

Extrauppgift (16s pa egen hand): a) | en forening
bestdende av tio man och femton kvinnor skall en
styrelse av fem véljas ut (Obs! ingen rangordning).
P3 hur manga satt kan detta ske? Svar: 53130

b) Hur minga satt kan man valja styrelse s3 att tva
ar man och tre ar kvinnor? Svar: 45455

c) Vad &r sannolikheten att styrelsen kommer best3
av tre kvinnor och fyra man? Svar: 0.385




Annu mer om handelser

Sammanfattning Tarningsexempel 2: Tva kast med en symmetrisk
sexsidig tarning.

Med aterl. Utan aterl.
Med hans t ordn | n” nl A = Hogst tva prickar i forsta kastet

(
Utan hins t ordn (nﬂdil) (n>

T

B = Minst sju prickar sammanlagt

1 2 3 4 5 6
12 3 45 6 7
2|3 45 6 7 8
3/4 56 7 8 9
415 6 7 8 9 10
56 7 8 9 10 11
6|7 8 9 10 11 12
12 1 ..
P) = L=2---033 Additionssatsen
7 83
- 9 _4a_f_
P(B) = =312 % Om P (A), P (B) och P (AN B) ar kinda, s kan
P(ANB) = 3 _ 1 — 008 sannolikheten att minst en av hdndelserna A och B
38 %2 intraffar beraknas med hjalp av additionssatsen:
P(AUB) = = =2=083
36 6 o P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB).
P(ANBY) = P(A)-PMANB) = -
_ 411 | tirningsexempel 2 kan P (A U B) d& beriknas som
12 12 4
12 21 3 5
7 1 et e 22
P(A*NB) = P(B)-P(ANB)=1 - P(AUB)= ot —36 = =083
6 1
122 For disjunkta (6msesidigt uteslutande) handelser galler
P(A*nB*) = P(AUB)*=1-P(AUB) att
5 1
=1-5% P(AUB) = P(A)+ P(B).




Betingad sannolikhet

Ibland vill vi veta hur stor sannolikheten ar for en
handelse B ifall vi vet att en handelse A redan har
intraffat. Detta kallas for den betingade sanno-
likheten for B, givet att A har intraffat, och ges
av

P(ANB)

P(BJA) = )

P(A)>o0.

P& motsvarande ges en betingade sannolikheten for
A, givet att B har intraffat av
P(ANB)

P(AIB) = =55

' P(B) > 0.

Exempel:

Rokare Icke-rokare Summa

Man 320 360 680
Kvinnor 72 248 320
Summa 392 608 1000

En person véljs slumpméssigt fran populationen (dvs
med lika sannolikhet fér samtliga att bli valda). Vad
ar sannolikheten att personen

a) 3r rokare?

b) & en man?

c) &r rokare och &r en man?

d) &r rékare om vi vet att det dr en man?

e) ar rokare om vi vet att det ar en kvinna?

f) 4r en man om vi vet att det 3r en rokare?

Lat A = handelsen "rokare” och B = handelsen
"Man”

392
680
2
P(ANB) = %—osz
2
P(A|B) = %2047
_ 2
P(A|B) = 72 _ 22
P(B|A) = == =082

Fortsattning tarningsexempel 2: Berdkna P (A |B) =

P (Hogst tva pr i kast 1|Minst sju pr sammanl)

P (Hogst tva pr i kast 1 och Minst sju pr sammanl)

P (Minst sju prickar sammanlagt)
3 1
= —=-=0.14
21 7




Multiplikationssatsen

Om P (A),P(B|A) ar kidnda, sa kan vi berdkna
P(ANB). Fran definitionen av betingad sanno-
likhet foljer namligen att

P(ANB) =P (A)P(B|A).

Om P (B), P (A|B) &r kénda, berdknas P (AN B)
istallet fran

P(ANB)=P(B)P(A|B).




