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Stokastisk variabel (slumpvariabel)

Tidigare hade vi experiment definierade genom det
diskreta utfallsrummet Q = {wy, wy, ...wn}, bestdende
av mojliga handelser A1, As, Ag, ....

Vi tilldelade varje mojlig handelse en viss sannolikhet
P (A;) som hade vissa egenskaper (axiom).

e Exempel 2 ={"regnar”, "regnar inte” } , A ="reg-
nar’, P(A) =0.1,P(A*) =0.9.

Nu koncentrerar vi oss pa experiment och utfall som
kan utttryckas, eller oversattas till, reella tal.

Exempel:

e Antal flickor i en slumpmassigt vald trebarnsfamilj

e Antal telefonsamtal till en vaxel under en slumpmassigt

vald minut

e Summan av antal prickar vid kast med tva tarningar

Hur gor vi med experimentet "regnar” /" regnar inte”.

o Givet ett experiment med utfallsrum €, kallar vi
en funktion X, som tilldelar varje utfall (eller
mangd av utfall) w € , ett och endast ett
reellt tal X (w) = x, en stokastisk variabel. Dvs,
den stokastiska variabeln X definierar en funk-
tion fran utfallsrummet till de reella talen. Den
har definitionsmangden Q = {wy, wy,...wn} och
virdemingden X (w) = x. Se exempel 3.1, sid
46 i Blom.

Slumpvariabler kan vara diskreta eller kontinuerliga.

Beteckningskonvention:

e Slumpvariabler betecknas med stora bokstaver:
X,Y, Z osv.

e Ett numeriskt varde som antas av en slumpvari-
abel betecknas med motsvarande lilla bokstav:
Z,Y,Z OSV.

Exempel: Lat X = antal prickar vi kommer att fa vid
ett tarningskast. Nu kastar vi tarningen och far en
trea. D3 har slumpvariabeln X antagit vardet x = 3.




Sannolikhetsfordelning for en diskret
stokastisk variabel

For sannolikheterna py (x) galler foljande villkor
e En diskret slumpvariabel kan bara anta ett andligt
antal majliga varden, oftast (men inte alltid) heltalsvar

1. 0<ps(z)<1

e Eftersom slumpen bestammer vilket varde X skall
anta, s3 kan vi tala om sannolikheten att X antar 2. P(X €A)=keapz (k)
olika varden.

3. Ykeqprz(k)=1
o Vi later p; (z) beteckna sannolikheten att slump-
variabeln X skall anta det numeriska vardet z,

dvs e Sannolikhetsférdelningen fér en diskret slumpvari-

abel kan presenteras i tabellform eller med stolp-

pe(2) = P(X =2). diagram.

e Sannolikheterna, p; (x), for alla mdjliga varden
x, som den diskreta slumpvariabeln X kan anta,
kallas slumpvariabelns sannolikhetsfordelning (eller
sannolikhetsfunktion).

Fordelningsfunktion for en diskret stokast
variabel

o Vi later F (z) beteckna sannolikheten att slump- Exempel: Vi tanker oss en stor population av sméforetag.
variabeln X skall anta ett varde mindre eller lika Lat X = Antalet anstallda i ett slumpmassigt valt
med det numeriska vardet z, dvs smaforetag.

Fp(z)=P(X <z), —oo<z<oo. . N N : .
Sannolikhetsférdelningen och fordelningsfunktionen for
X ges av foljande tabell:

och beraknas som

Fp(z) =) pa(j), j<u z | pe(z)=P(X =2)| Fe(z) = P(X <x)
i<z 1| 0.020 0.020
21 0.230 0.020 4 0.230 = 0.250
31 0.300 0.250 + 0.300 = 0.550
e Sannolikheterna, F (z), for alla mdjliga vérden 4 | 0.345 0.550 + 0.345 = 0.895
x, kallas slumpvariabelns fordelningsfunktion. 5 | 0.100 0.895 + 0.100 = 0.995
6 | 0.005 0.995 + 0.005 = 1.000

e Fordelningsfunktionen for en diskret slumpvari-
abel kan presenteras i tabellform eller med trapp-
stegsdiagram




Vi kan med hjilp av fordelningsfunktionen berdkna
bland annat féljande sannolikheter:

P(X <2) = F;(2)=0.25
P(X>2) = 1-P(X<2)
= 1-F;(2)=075
Alter. P(X >2) = P(X =3)+P(X =4)
+P(X =5)+ P(X =6)
0.3+ 0.345 + 0.1 + 0.005
= 0.75
PR2<X<4) = Fe(4)—F:(1)
= 0.895 —0.02 = 0.875
Alter. P2< X <4) = P(X=2)+P(X=3)

+P(X =4)
0.23 4+ 0.3+ 0.345
0.875

For en fordelningsfunktion Fy (x) giller att:

0 ddz — —0
1 ddz— oo

Fy(z) — {

e F; (z) ar en icke-avtagande funktion av z.

e [ (x) ar kontinuerlig till héger for varje .

Bernoullifordelningen

Vi skall se pa nagra olika sannolikhetsfordelningar som
brukar anvandas som sannolikhetsmodeller i vissa typiska
situationer. Den forsta 3r Bernoulliférdelningen.

e En slumpvariabel ar Bernoulliférdelad om den an-
tar endast vardena 0 och 1 med sannolikheten
(1 — p) och p respektive. (0 <p <1). Sanno-
likhetsfordelningen ser alltsad ut sd har:

x 0 1
p(z) 1-p p

En typisk anvandning av Bernoulliférdelningen ar foljande:

e Vi har ett slumpforsok dar vi bara ar intresserade
av ifall en viss handelse A intraffar eller ej.

e Lit P(A)=poch P(A*)=1—p.

e Lat X vara en indikatorvariabel for handelsen A.
Dvs om A intraffar, sd blir X = 1, och om A
inte intraffar, s3 blir X = 0. Allts3d ar X en
slumpvariabel som anger om handelsen A intraffar
eller ej.

e D3 ir X Bernoulliférdelad med

P(X=1)=p.




Exempel: Slumpférsok = Ett kast med en tarning.
Lat X vara indikatorvariabel for handelsen att fa sexa.
Dvs,

X = 0 om vi inte far en sexa
~ | 1 om vi far en sexa

Da ar X Bernoulliférdelad med m =1/6

Binomialfordelningen

Anvands som modell i situation av foljande slag:

e Ett slumpforsok upprepas n ganger (oberoende
upprepningar). Varje gang tvd mdjliga resultat
(Bernoulliférsdk): A och icke-A (A*).

e Sannolikheten fér A ar konstant vid varje upprep-
ning av forsdket, P (A) = p.

e X = Antalet gdnger som A intraffar totalt.

e D3 ar X en binomialfordelad variabel med para-
metrarna n och p.

e Formell definition: X ar en binomialférdelad vari-
abel om den antar vardena z = 0,1,2,...,n med
sannolikheterna:

pz (k) = (

n

@ =p)h

e Kortfattat betecknas det oftast med nagot av foljande

tre alternativ:

X ~ Bin(n;w) X dr Bin(n;w) X € Bin(n;x).

e Varfor ser sannolikheterna ut som de gor?

e Notera, att for fallet n = 1 har vi Bernoullifordelningen

Exempel: Tva identiska oberoende kast med ett sym-
metriskt mynt. Lat X = Antal krona. Ge sanno-
likhetsfordelning, vantevarde och varians for X.

Losningsalternativ 1: De mojliga utfallen:

S = {(kr,kr), (kr,kl) (KL, kr) (kl, kl)}

ger foljande sannolikhetsfordelning

z 0 1 2
pa(k) |2 3 %




Losningsalternativ 2: ldentifiera fordelningen for X :

X ~ Bin(2;0.5)

D3 kan sannolikhetsfordelningen, vantevarde och var-
ians beraknas pa foljande satt:

pz(0) = (2)0.500.52 —0.25
pz(l) = (
pz(2) = (

)0.510.51 =05

)0.520.50 —0.25

N

e Tabell 2 i tabellsamlingen ger de kumulativa san-
nolikheterna, dvs fordelningsfunktionens sanno-

likheter

Fr(z) =) pz(j) =p0)+p(1)+ ...+ p(z)
j<z

for n = 2,3,...,25,30,35,40,45,50 och

m = 0.05,0.10,0.15, ...,0.95.

e Binomialsannolikheter kan aven enkelt erhdllas med
t ex SPSS (fér manga fler varden pa n och 7).

Exempel: Vi gor tio kast med ett asymetriskt mynt
dar sannolikheten for krona ar p = 0.2. Oberoende
antas.

a) Vilken fordelning har X = Antalet krona?

b) Bestam P (X < 3).

c) Bestim P (1 < X <3).

d) Bestam P (X > 7).

e) Bestam P (X =5).

Svar:
a)

X ~ Bin(10;0.2).
b)

P(X <3)=0.8791
c)

P(1<X<3) = P(X<3)—P(X<1)
= P(X<3)—P(X<0)
0.8791 — 0.1074 = 0.7717




d)

P(X>7)=1-—P(X <6)=1—0.9991 = 0.0009

P(X=5) = P(X<5)—P(X <4)
0.9936 — 0.9672 = 0.0264

Hypergeometrisk fordelning (jfr med bi-
nomialfordelningen)

Typisk situation:

e Population med N individer, varav Np har en viss
egenskap, medan de 6vriga N — Np saknar denna
egenskap.

e Fran populationen valjs slumpmassigt utan aterlaggnin,
ett stickprov med n individer.

e Lat X = Antal individer i stickprovet, som har
den aktuella egenskapen.

e D3 ar X en hypergeometriskt fordelad variabel.

e Formell definition: X ar en hypergeometriskt férdelad
variabel om sannolikhetsfordelningen ges av:

() Cak”)
_\k n—k
pa (k) = —7— >
()
for heltalsvarden k, sddana att 0 < k < Np och
0<n—k<N— Np.

o Kortfattat skriver man

X € Hyp(N;n;p)

Exempel:
| en lada ligger tio lampor, varav 30 % av lamporna
ar defekta. Man drar fem stycken slumpmassigt utan

aterlaggning.

a) Vad &r sannolikheten att hdgst en av de dragna
lamporna ar defekta?

b) Vad &r sannolikheten att minst en av de dragna
lamporna ar defekta?

c) Berdkna vintevirde och varians.




Svar:

a) L3t X =Antalet defekta lampor i urvalet. X ~
Hyp(N = 10;n = 5;p = 0.3). D3 giller att
P(X<1) = P(X=0+P(X=1)
3\ (10-3 3\ (10-3
_ ), Q)
(10> (10>
5 5
21 105 126
262 252 252

Poissonfordelningen

Ibland ar man intresserad av att studera antal ganger
en speciell handelse intradffar inom en given tidsperiod
eller pa ett givet fysiskt objekt.

e Handelserna intraffar oberoende av varandra med
en viss intensitet u, som hela tiden ar samma.

e Lit X = Antal ganger som handelsen intraffar

b) under ett tidsintervall av given langd.
P(X>1) = 1-P(X=0)
_ 2 0.92 e D3 ir X en Poissonférdelad variabel (egentli-
252 o gen under en mer noggrann formulering av forut-
sattningarna).

e Formell definition: X ar en Poissonférdelad vari-
abel om den antar vardena £k = 0,1,2,... med
sannolikheterna:

Exempel:
P ,uke_“
pr(k)=—— n>0

e X — Antal telefonsamtal till en vaxel mellan 9.00
och 9.10 en vardagsmorgon.

e X = Antal tryckfel pd en slumpmassigt vald sida
i en bok.

e X — Antal kunder som kommer till en butik mel-
lan 12.00 och 14.00.

dar e ar den matematiska konstanten 2.718....

Kortfattat skriver man

X € Po(u),

dar konstanten p ar lika med intensiteten, dvs det

genomsnittliga antalet gdnger som handelsen skall intraffa

under en tidsperiod av given langd.




Exempel:

X = Antalet flygkrascher i civilflyget i Sverige. Antag
att X ar en Poissonfordelad variabel. Vi vet att det
intraffar i genomsnitt 2.1 flygkrascher i civilflyget per
ar i Sverige, sa vi satter darfor p = 2.1.

a) Vad &r sannolikheten fér hogst en olycka under ett
ar?
Alternativ 1:

P(X<1) = P(X=0)+P(X=1)
2.10e-21 9 1le-21

0! 1!
0.122 + 0.257 = 0.38

e Tabell 3 i tabellsamlingen ger de kumulativa san-
nolikheterna, dvs férdelningsfunktionens sanno-
likheter

Fp (k)= P(X <k)
for u = 0.1,0.2,0.3, ..., 28.0.

e Poissonsannolikheter kan aven enkelt erhallas med
t ex SPSS (for méanga fler varden pa u).

Alternativ 2:

P (X <1) =0.380 enligt tabell 3.

b) Vad &r sannolikheten for exakt tre olyckor under
ett ar?

Alternativ 1:
2.13 —2.1
P(X=3)= % = 0.189.
Alternativ 2:

P(X=3) = P(X<3)-P(X<K2)
0.839 — 0.650
0.189 enligt tabell 3.




