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Geometriska fordelningen

Anvands som modell i situation av foljande slag:

e Vi utfor upprepade Bernoulliforsok tills vi far det
forsta lyckade utfallet.

e X = Antalet misslyckade forsok innan det forsta

lyckade.

e D3 ar X en geometriskt fordelad variabel med

parameter p.

e Formell definition: X ar en geometriskt fordelad
variabel om den antar vardena k = 0,1,2, ... med

sannolikheterna:

pe (k) = (1 —p)Fp.

o Kortfattat skriver man:

X € Geo(p) .

e Varfor ser sannolikheterna ut som de gor?

Exempel: Oberoende kast med ett asymmetriskt mynt
dar sannolikheten for krona ar p = 0.2. Lat X =
Antal kast innan forsta kronan.

Bestiam P (X < 2).
2
F(3) = Y pe(k)=08%-02+08"-02
k=0
4+0.82.02 =




Kontinuerlig stokastisk variabel

En kontinuerlig slumpvariabel kan anta alla varden
inom ett intervall pa reella talaxeln.

Exempel:
e Vikten pa ett slumpmassigt valt nyfott barn
e Livslangden pa en slumpmassigt vald glodlampa

Sannolikheten for en kontinuerlig slumpvariabel kan
illustreras med en kurva (tathetsfunktion).

Viktiga egenskaper hos tathetsfunktionen:

Sannolikhet = Ytan under tathetsfunktionen mel-

lan tva punkter.

fe(z) >0 for alla z € R.

e Ytan berdknas formellt som en integral. T ex
P(X € A) = Ytan under f;(x) i mingden A,
beraknas som

e P (X € Q) = Totala ytan under f (z) blir

/Qfx(z)dx =1.

Viktigt specialfall: Om vi valjer mangden A som in-
tervallet (—oo, ), dvs ytan under f; (z) mellan det
lagsta vardet och punkten z, far vi férdelningsfunktionen
Fr(z) = P(X <x)
€T
= P(—c0< X < 1) :/ fo () dt.
(o]

Fy (z) och fi (x) ar allts3 nira férbundna med varan-
dra. Det inversa sambandet galler ocksa, dvs

Fi () = 5 Fy () = fo (2).

Kommentarer:

e Notera att f (x) inte 3r en sannolikhet. Vi talar
om sannolikheter endast for sddana handelser som
innebar att X antar ett varde inom ett (eller flera)
intervall.

e Det innebar att ytan (tdtheten) Sver en punkt ar
lika med noll, dvs

P(X:a):/:fx(x)dx:o.

Det medfor i sin tur att for kontinuerliga slumpvari-
abler galler att:

P(a<X<b) = Pla<X <b)
= Pla< X <)
= P(a<X<V).




Likformiga (rektangel) fordelningen

e Formell definition: X ar en likformig variabel om
tathetsfunktionen ges av:

fw(x):b L

—a

dar a < x < b,0 annars.

o Kortfattat skriver vi att X € U (a; b).

Exempel: Lat X vara Lik formig (0;5).
a) Hur blir tathetsfunktionen?

b) Berdkna P (0 < X < 3).

Svar:

a) Tathetsfunktionen ges d3 av

tom0<az<5
0 annars

fz(z) = {

b) Alternativ 1:
31 173
—dxr = {—x} 3.
Jo 5 5 Jo b

Alternativ 2: D3 tatheten ar en rektangel beraknas
sannolikheter enklast pad foljande satt:

1 3
P(OSX§3):basen-hb'jden:(3—0)g:g.

Exponentialfordelningen

e Vi anvande Poisson-fordelningen for att beskriva
antal ganger en speciell hindelse intraffar inom
ett tidsintervall.

e Vi later nu istallet X vara "Vantetiden till nasta
gang handelsen intraffar”.

e Tiden kan betraktas som en kontinuerlig stokastisk
variabel X, som dessutom ar icke-negativ. For
att erhilla tatheten for p kan man resonera pa
féljande satt:

Fr(z) = P(X<z)=1—P(X >=x)
= 1— P (ingen forindring under (0,x))
= 1—¢e M,




Satt A = p och derivera:

Fl(z) = fr(z) = X, 0<a< oo,
dar A > 0.

o Kortfattat skriver vi att X € Exp ().

Exempel: Kunder anlander till en specifik affar en-

ligt en Poissonprocess med intensiteten 20 per timme.

Vad ar sannolikheten att affarsinnehavaren maste vanta
mer an 5 minuter pa forsta kunden?

Lat X vara vantetid i minuter till forsta kunden anlander.
D3 ar det forvantade antalet som anlander per minut
@ =1/3 och

Tathetsfunktionen ges da av

1 _=
fx(x):§e_§, 0<z <0

Sannolikheten blir da

©1 _z _5
P(X>5):/5 3¢ 3dr =e 3=0.19.

e Viktig egenskap: Exponentialférdelningen saknar
minne. Studera noga beviset pa sidan 61 i Blom.

Vantevarden

En slumpvariabels sannolikhetsfordelning kan (pa samma
satt som for en empirisk fordelning) beskrivas med
hjalp av lagesmatt och spridningsmatt.

Lagesmatt: vantevdrde (motsvarar medelvirde).

Spridningsmatt: varians eller standardavvikelse.

e Vintevirdet (eller férvantade vardet) for slump-
variabeln X definieras som

| S kpa (k) (diskret s.v.)
E(X)= { fglgooifx (z)dx  (kontinuerlig s.v.)




Exempel: Forvantade antalet prickar vid kast med en
valgjord tarning

=35

[Nl

E(X):ijk

k=1

e Tolkning 1 av vintevirde: E (X) kan ses som
ett tankt genomsnittsvarde av X i det ldnga lop-
pet. (En lang serie oberoende upprepningar av
forsoket. Varje gang observeras vilket varde X
antar. Genomsnittet bildas av dessa varden.)

e Tolkning 2 av vantevirde: E (X) kan ses som den
punkt eller det omrade som tyngden av fordelningen

ligger.

Bernoulliférdelningen:

E(X)=0(1-p)+1p=p.

e Geometriska fordelningen:
. k
E(X) = > k(-p)'p
k=0

1
= (Bevis: se sid 109 i Blom) = —.
p

Likformiga fordelningen:

1 1 xzr_a—f—b
a

b
E(X):/x do =
a b—a b—a?2 2

e Exponentialférdelningen:
* A
E(X) = /0 xXe” dx

1
= (Bevis: se sid 109 i Blom) = 3

Vantevarde for en funktion av en s.v.

e L3t Y = g(x) vara en slumpvariabel som &r en
funktion av X. D3 galler att

[ Ska(R)pe (k) (diskret s.v.)
E(Y)_{ S12059(30])31%(ar:)d:Jc (Iion?cinsuerlig s.v.)

e Kan tolkas som ett genomsnittsvirde av g (z) i
det langa loppet.

Tarningsexemplet forts: E (X2> vid kast med en valgjord
tarning

E(X?) =

6
k=

1
k22 = 15.17
< 6

e Variansen for slumpvariabeln X med p = E (X)
definieras som vantevardet for funktionen Y =
(X — p)?, dvs

V(X)=E()=E[X - p?

och beraknas som

_ Sk(k = ) pa (k) (diskret s.v.)
V0= { I (@ — p)? fz (z) dz  (kontinuerlig s.v.)




e Med standardavvikelsen for X menas den positiva
kvadratroten ur V (X).

Tarningsexemplet forts: Variansen vid kast med en
valgjord tarning ges av

6
1
V(X)) = Z(k—ﬂ)zg
k=1
21 21
= (1-35)°+ ..+ (635 =292

och standardavvikelsen ges av

SD (X) = sqrt (2.92).

e Med hjalp av ndgra matematiska operationer kan
variansen skrivas som:

V(X) = E[(X-p?| = [(X2 —2Xp+4i?)]

E(X?) - 2pE X) + p?
E(X?) —2B(X) E(X) + [B(X)]?
= B(X?) -2[E(X) ]2+ [E (X))
= B(X?) - [BX)?

Tarningsexemplet forts: V' (X)) vid kast med en valgjord
tarning
V(X) = BE(X?) - [E(X)P
= 15.17 — 3.5 = 2.92

e Bernoulliférdelningen:
V(X) = E(X?) - [BX)P
= 0°(1—-p)+1%p—p*=p(1-p).

e Geometriska férdelningen:
V(X) = E(X?) - [BX)?
= {EX (X -1+ EX)} - [EX)P

o0 . 1 1

= [ X kk-1)1-p)p|+=—-=

=0 p P
2(1—p)+1 1 1-p
p? p p*  p2

e Likformiga fordelningen:
V(X) = E(X?) - [EX)P
b 310 2
_ /x2 1 do — 1 =z _(a—|—b>
a b—a b—a3 a 2
B 1b3—a3_(a—|—b)2_(b—a)2
 3b-—a 2 12

e Exponentialfordelningen:

E(X) = BE(X?) - [BX)?
1

= (Bevis: se sid 118 i Blom) = 2




Rakneregler for vantevarde och vari-
ans

Antag att vi redan kanner till vantevarde och varians
for en slumpvariabel X. Om nu slumpvariabeln Y ar
definierad som en linjar funktion av X, sa kan vi latt
berakna vantevarde och varians for

e Y = a-+bX, dar a och b ar konstanter. D3 galler
att
E(Y) = E(a+bX)=a+bE(X)
V(Y) = V(a+bX) =0V (X).

e Bevis (dir jag bytt notation for att gora det lite
mer lattbegripligt. For Bloms notation, se sid
111):

k
E(Y) = E(a+bX) =) (a+bz;)pz(z;)
=1
= (a+bzx1)p(x1) + (a+ bxp) p(x2)
+... + (a + bay) p (zg)

— ap(e1) + ap(22) + ... + ap (ay)

+bx1p (x1) + bxop (x2) + ... + bayp (1)

= alp(z1) +p(z2) + ... +p(xg)]

+b[z1p (1) + z2p (22) + ... + 210 (71)]

k k
= ad pa(w)+bd zipr(w;)
i=1 i=1
— a4 bE(X)

Lét py = E(Y) och ux = E(X). D& ar
V() = ElY -yl
= E[((a +bX) — (a +bux))?]
= F {(a—l—bX —a-— qu)z]
= B[(bX —bux)’]
= PE[(X - px)?] =’V (X)

Exempel: X = Antal arbetsdagar i ett framtida pro-
jekt. X ar en slumpvariabel med féljande sanno-
likhetsfordelning:

T 10 11 12 13 14
pz(k) |01 03 03 02 0.1

Kostnaden for projektet bestar dels av en fast kostnad
pa 200000 kronor, dels en arbetskostnad pd 7500 kro-
nor per arbetsdag. Berakna vantevarde, varians och
standardavvikelse for projektets totalkostnad.




Genom att anvanda givna definitioner av vantevarde
och varians (visa detta!) far vi

E(X) = 119
V(X) = 1.29

Lat nu Y = Totalkostnaden.

Eftersom

Y = 200000 + 7500X

sa blir vantevardet

E(Y) = E (200000 + 7500X)
E (200000) + E (7500X)
= 200000 + 7500E (X)
200000 + 7500 - 11.9 = 289250,

variansen
V(Y) = V(200000 + 7500X)
=V (200000) + V (7500X)
= 7500V (X)
= 75002 .1.29 = 72562500

och standardavvikelsen

oy = sqrt(V (Y)) = sqrt (72562500)
8518.

Exempel: Lat X vara en slumpvariabel med vantevarde
w. Av raknereglerna foljer (visal) att

E(X —p)=0.

Exempel: Standardiserad variabel: Lat X vara en
slumpvariabel med vintevirde p och varians o2. Vi
bildar nu den standardiserade variabeln Z sdsom
X—p

(o2

7 =

Av raknereglerna foljer (visa!) att

Vantevarde och varians for en funk-
tion av flera s.v.

Lit Z = ¢g(X,Y) vara en slumpvariabel som ar en
funktion av X och Y. Da galler att

E(Z) = { 2k 9 (G k) Py (4, k) (diskret s.v.)

220 220 g (2,Y) fay (x,y)dedy  (kontinuerl

Sag att vi ar intresserade av en slumpvariabel, Z, som
ar en linjar funktion av tva andra slumpvariabler, X
ochY.

Z =aX 4+ bY +c,

dar a, b och c ar konstanter. Vad har Z for vantevarde
och varians?




e For en linjar funktion, aX + bY + ¢, galler att

E(aX +bY +c)=aE(X)+bE(Y)+ec.

e Om slumpvariablerna ar oberoende av varandra
galler dessutom att

V (aX 4+ bY +¢) = d?V (X) 4+ bV (V).

e Nagra specialfall kan vara av intresse:
E(X+4+Y) = E(X)+E(®Y)
V(X+Y) = V(X)+V(Y)

och

E(X-Y) = E(X)-E(Y)
V(X-Y) = V(X)+V(Y).

Exempel: Om E(X) =10,E(Y) =15V (X) =3
och V (Y) = 5, berdkna vantevarde och varians for

Z =5X —-2Y.

Losning:

E(Z) = E(5X —2Y)=5E(X)+ E(-2Y)
= 5E(X)+ (-2 E(Y)
— 5E(X)—2E(Y)
= 5.10—2-15=20

V(Z) = V(X —2Y)=V(5X)+V (=2Y)
= 52V (X) + (=22 V (Y)
= 25V (X)+4V (Y)
25.34+4.5=05

e Det generella fallet:

For alla stokastiska variabler X1, X>..., Xy, galler alltid
att

E (zn: a; X; + b) = i a;E (X;) + 0,

i=1 =1

och for oberoende stokastiska variabler galler dessu-
tom att

n n
V( aiXi-f-b):ZaZZV(Xi).
i—1 =1

1=

e Om X1, X5..., Xy, ar s.v. med samma vantevarde
w galler att

E (zn: Xi) = np.

e Om Xq, X>..., Xy, 3r oberoende och har samma
standardavvikelse o galler aven att

n
\%4 (Z Xi) = no?.
=1

Om Xiq, X5..., Xy, oberoende s.v., var och en med
vantevardet p standardavvikelse o, galler for

oy X
i=1 "
att
E(X) = u
V(X) = %2
Bevis:

E(X) = E(%ZX) :%E(X1+X2+...+Xn)

= %[E (X1) + E(X2) + ... + E(X»)]

1
n




v (X) = V(%ZX) :%V(X1+X2+...+Xn)

= IV (XD +V (X) F V(o)

Stora talens lag

Vi utfor foljande experiment. En valgjord tarning kas-
tas 10 ganger. Vi observerar relativa frekvensen ettor,
tvaor, osv. Vi fortsatter att kasta tarningen ytterli-
gare 90 ganger och observerar relativa frekvensen et-
tor, tvaor, osv. Vi fortsatter pa detta satt att kasta
tarningen ett stort antal gdnger och med jamna mel-
lanrum observera de succesiva relativa frekvenserna
ettor, tvdor osv.

e Inneborden av de stora talens lag ar att den em-
piriska (var observerade) relativa frekvensen ettor,
tvaor osv ndrmar sig den sanna sannolikheten 1/6
nar antalet kast okar.

e Stora talens lag: Lat X1, X»..., Xy, vara oberoende
och lika fordelade s.v., var och en med vantevardet
w och satt

X

n
=1

n

Da galler for alla € > 0, att

P(u—e<)_(n<u+e)—>1d5n—>oo.




