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Normalfordelningen

e Formell definition: X ar en normalférdelad vari-
abel om tathetsfunktionen ges av:

L _%<I_;E)2déir —oo < x < 0.

Je (@) = osqrt (271’)6

o Kortfattat skriver vi att X € N (u;0).

Viktiga egenskaper:

E(X)=pdir —oo < p < oo .

V(X)=02dir0< o < oo.

e Utfallsrummet ar hela reella talaxeln.

e De tva parametrarna u och o (eller 02) bestimmer
normalfordelningens utseende.

Normalférdelningen ar symmetrisk kring sitt vantevard
73

Kuriosa:

For en normalfordelning galler att:

e Ca 68 % av fordelningen finns inom u+ o

e Ca 95 % av fordelningen finns inom p + 20

e Ca 99.7 % av fordelningen finns inom u =+ 30,
dvs nastan hela fordelningen finns inom granserna
w=E30.




Varfor ar normalfordelningen viktig?

Ofta beskrivs variabiliteten i populationer bra
av en normalfordelning.

e Kan anvandas som approximation till vissa an-
dra sannolikhetsfordelningar.

e Vid stora stickprov kan dessutom fordelningen
for manga estimatorer (skattningar av popula-
tionsparametrar) approximeras med normalférdelningel
(Centrala Gransvirdessatsen). (Vi dterkommer
till detta senare i kursen).

e Detta medfor att manga statistiska metoder ar
baserade pd antagandet att data kommer fran
normalfordelade populationer eller att estima-
torer &r (approximativt) normalférdelade.

Berdkning av sannolikheter for N(0;1)

e Lat X vara en standardiserad normalfordelad
variabel, dvs X ar N (0;1).

Tathetssfunktionen for X, fy (x) betecknas

p(x).

Férdelningsfunktionen for X, P (X < x), beteck-
nas

d(z).

Med hjalp av tabell 4 i tabellsamlingen kan vi
berdkna fordelningsfunktionens sannolikheter.

Exempel:

Variabeln X &r N (0;1). Berdkna foljande sanno-
likheter:

1
P(X<1) = / p(z)dx
J—00
= 0.8413 enl tabell

PO<X<1) = P(X<1)—P(X<0)
® (1) —¢(0)
0.8413 — 0.5 = 0.3413

3.
P(X >073) = 1—3(0.73)
1 —-0.7673 = 0.2327
Alternativ 2:
P(X >0.73) = $(-0.73)
= 0.2327
4,
P(X >-159) = & (1.59)
= 0.9441
5.

P(—159 < X <0.73)
¢ (0.73) — & (—1.59)
= 0.7673 — 0.0559
= 0.7114




Berakning av sannolikheter for god-
tycklig normalfordelning

e Endast N (0;1), dvs den normerade (standard-
iserade) normalfordelningen finns i tabell.

e Om variabeln X 3r N (u;0), s& ar den stan-
dardiserade variablen
X —p

(o2

Y = ~ N (0;1).

E(Y) = E(X_“>

ZéE(X—u)
1 1
= ~[BEX)—pl=—(n—p)=0

V() = V(X;“) :%V(X—u)

= SV +V (-p)]

_ %[V(XH—O]:V(X):U—i:l

0'2 (o

Foljande sannolikhet beraknas alltsd som

P(Xga:):cb(x;“)

Exempel:

Variabeln X dr N (170; 10). Berdkna foljande san-
nolikheter.

P(X <190) = ¢(w)

= ®(2)=0.97725

2,
X —170 _ 160 — 170
P(X <160) = P ( < )
10 10
= P(Z<-1)=0.1587
3.
P (160 < X < 190)
P (X <190) — P (X < 160)
— 0.97725 — 0.1587
0.81855
4.

P(X >190) = 1— P (X < 190)
1—0.97725 = 0.0228

| tabellen kan vi for olika varden pa sannolikheterna

P(Z<z2)

och

P(|Z] = 2)

finna tillhérande z— varde.




Exempel:

e Hitta ett x— varde sadant att vi har sanno-
likheten 0.01 i hogra svansen, dvs ett x— varde
sadant att

P(X>z) = 001
1—®(z) = 0.01
®(z) = 0.99.

S6k pa @ (z) = 0.99 vilket ger z = 2.326.

e Bestdm talet a sa att P (X > a) = 0.05.

Losning: Enligt tabellen ar

® (1.64) = 0.95

vilket medfor att 1 — ¢ (1.64) = 0.05.

P(X>a) = 1—¢(a_“):0.05
g
- 27HF _ 164
170 7
a4 — 1.64
10

a = 1.64-104 170 = 186.4

Linjarkombinationer av oberoende nor-
malfordelade variabler

Tidigare undersokte vi egenskaper hos linjarkombinationer
av stokastiska variabler, t ex vantevarden och vari-
anser hos summor. Vad kan vi siga om férdelningen

for linjarkombinationer av stokastiska variabler?

e Om X € N (py,02) ochY € N (,uy,ay), dar
X och Y ar oberoende, sa galler att
X+Y € N (,ux + py, sqrt (a% + 05))
X-Y € N (,u,x — My, Sqrt (O’% + 05)) .

Exempel: Johans och Marias utgifter under en
manad kan antas variera som tva stycken oberoende
normalfordelade variabler med féljande vantevarden
och varianser (enhet: kronor):

X € N (6020; 302) (Johans utgifter)
Y € N (5940; 252> (Marias utgifter)

a) Berdkna sannolikheten for att deras samman-
lagda utgifter under en manad overstiger 12000 kro-
nor.

b) Berdkna sannolikheten for att Marias utgifter un-
der en manad overstiger Johans.




Losning: X = Johans utgifter, Y = Marias utgifter

a) (X +Y) = Sammanlagda utgifter

E(X+Y) = E(X)+E()
= 6020 + 5940 = 11960
V(X+Y) = V(X)+V(Y)+2Cow (X;Y)
= V(X)+V(Y) (ty X och Y ober.)
30% 4 252 = 1525

Vi har att

(X +Y) € N (11960; 1525)

Den sokta sannolikheten ar da
12000 — 11960
P(X+Y)>12000) = 1—-d|(————
(X +Y) ) ( sqrt (1525) )
= 1—®(1.02)

1 —-0.8461 = 0.1539

b) (Y — X) = Skillnad i utgifter

E(Y -X) = E(Y)- E(X)
= 59400 + 6020 = —80
VY —X) = V(Y)+V(X)—2Cou(X;Y)
= V®)+V(X) (ty X och Y ober.)
1525

Vi har att

(Y — X) € N (—80; 1525)

Den sokta sannolikheten ar d3
P(Y>X) = P(Y-X)>0)
= 1—¢ 70_(_80)
sqrt (1525)
= 1—®(2.05)
= 1—®(2.05)
1 —0.9798 = 0.0202

e Mer generellt: Om X7, X>, ..., X, dr oberoende
N (u,0), sa giller att

n
Y X; € N(np,sqrt(n)o)
=1
Yy Xi —np

sqrt (no) € N(O1).

Dessutom ar fordelningen for det aritmetiska medelvardet
2?21 Xi/n

o
sqrit(n)

| situationer d& man drar ett oberoende stickprov
fran en population, brukar foérdelningen for stick-
provsmedelvardet kallas samplingfordelningen.

Centrala gransvardessatsen

Hur ser stickprovsmedelvardets samplingfordelning
ut om observationerna inte ar normalfordelade? Det
kan vi ofta inte saga ndgot om med exakthet. Men
vi kan uttala oss om hur samplingférdelningen for

X ser ut approximativt, nar vi har stort stickprov.

Centrala grinsvirdessatsen (CGS)

Summan av n oberoende slumpvariabler med
samma fordelning ar ungefdr normalfordelade
om n ar tillrackligt stort.

e Vad menas med att n ar tillrackligt stort? Van-
lig tumregel: n > 30.

e CGS ger en forklaring till normalférdelningens
anvandbarhet.




e Konsekvens av CGS: Summor och medelvarden
vid stora stickprov &r approximativt (eller as-
ymptotiskt) normalférdelade, oavsett hur pop-
ulationens férdelning ser ut. Dvs

n
> X; € AsN(np,sqrt(n)o)
=1
no_x. _
Lz Xi —np € AsN(0,1)
sqrt (no)
och

_ o
X AsN —
€ As (,u sqrt (n))

XK ¢ AsN(0:1).

=

_o_
sqrt(n)

o Det innebar att oavsett vad populationen har
for fordelning kan vi berakna sannolikheter som

P()_(ga):cb(Z).

sqrt(n)

Exempel:

| en stor population ar medelvardet p = 65 och stan-
dardavvikelsen o = 8. Man valjer helt slumpmassigt
ut 100 "element”. Vad ar sannolikheten att man far
ett stickprovsmedelvarde som understiger 647

Fordelningen for X ar okdnd, men stickprovet ar
stort (n = 100). Det innebar att, X ~ AsN (65; 1%)
enligt CGS, varfor

_ 64 — 64 — 65
P<X<64> :q)(#l):d)( 8 )
sqrt(n) 10
= & (—1.25) = 0.1056.

Binomialfordelningen och dess slaktingar

Om X &r Bin(n,p) géller att
E(X) = np

V(X) = np(1-p)
SD(X) = sqrt(np(l—p)).

Binomialfordelningen kan approximeras med normal-
férdelningen om (tumregel enligt Blom) np (1 — p) >
10. Dvs om

X ~ Bin(n;p)
ar
X ~ approx N (u;0)
daru = np
och o = sqrt(np(1—p))

e Anledningen till att man vill approximera fordelningar
med en normalférdelning, ar att man vill férenkla
raknearbetet. Foljande sannolikhet kan d3 beraknas
som

Pla<X<b) = P(XL<bh)—-P(X<a)

b—np
® (sqrt o —p»)
a—np
- (sqrt(np(l —p))>

%




Exempel:
Variabeln X 3r Bin (44; 0.45). Berdkna P (X < 26).
Vi har att np (1 — p) = 44-0.45-0.55 = 10.89 > 10

Alltsd kan vi approximera med normalford.

E(X) = p=np=19.8
V(X) = o2=np(l—p)=44-0.45-0.55 = 10.89,

dvs X ~ approx N (19.8;10.89)

P(X<26) = o 20198
sqrt (10.89)
— $(1.88) = 0.9699

e Exakt enligt SPSS (dvs utan approximation)

P (X < 26) =0.9786

Hypergeometriska fordelningen

Om X ar Hyp (N, n,p) giller att
E(X) = np

VX) = mp(-p)

N-1

9

dar (N —n) /(N — 1) kallas korrektionsfaktorn fér
andlig population.

Exempel forts fran ett par forelasningar tidigare:
Om lamporna dras med aterlaggning,
a) vilken fordelning har X7

b) Vad &r sannolikheten att hégst en av de dragna
lamporna ar defekta?

c) Vad &r sannolikheten att minst en av de dragna
lamporna ar defekta?

d) Berdkna vantevarde och varians.




Svar:

a) X ar Bin(5;0.3)

Om X ar Hyp(n; S; N) och N &r stort i forhallande

b) till n (Tumregel enligt kurslitteraturen: % < 0.05)
P (X <1)=0.528 enl tab 2. galler att X ar approximativt Bin (n; ), och vantevarde
och varians ges av:
c) E(X) = n=n
P(X>1) = 1-P(X=0) V(X)) = nnr(l—m7),
1 —-0.168 = 0.832 enl tab 2. eftersom
N —
n_o N m 10—t
d) N-1 N-1 N-1

E(X) = ntr=5-03=15
V(X) = 5-0.3(1-0.3)=1.05

Poissonfordelningen

Om X &r Po(u) galler att

E(X) = p
V(X)) = p.

Poissonfordelningen kan approximeras med normal-
fordelningen om (tumregel enligt Blom) p > 15.




